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Tém tit - Trong bai bao nay, nhom tac gia dé xuét mot phuong
phap cai tién str dung Mang No-ron théng tin Vat 1y két hop véi
kién tric mang phén nhénh dé giai bai toan xac dinh nguon cho
phuong trinh Poisson. Trudce hét, d& xuit mot kién trac mang véi
cac 16p 4n dung chung va cac nhanh ddu ra riéng biét cho nghiém
va nguf)n St dyng kién triic mang nay, d& xut mot giai thudt moi
bao gdm bdn giai doan: Giai doan 1 va 2 1a quy trinh tién xr 1i dé
nhan duoc cac udce lugng ban dau cho trong so ciia mang no-ron.
Giai doan 3 bao gdm viéc dé xuit ham gia sir dung phuong phap
binh phuong bé nhit cliing véi chinh héa Tikhonov va viéc su
dung thuét toan ti vu L-BFGS-B dé cai thién téc do hoi tu va do
chinh xac. Giai doan 4 1a qua trinh l[dm min boi gidi thuat Adam
v6i kich thude bude nho. Céac két qua s minh hoa hiéu qua cua
phuong phép m&i dé xuét va chung minh tinh n dinh ciia phuong
phap véi cac tap dit liéu nhidu khac nhau.

Tiur khéa - Mang No-ron sau thong tin vat Iy; Mang No-ron séu véi
kién tric phan nhanh; bai toan xac dinh ngudn; phuong trinh Poisson

1. bit vin dé
Phuong -Au®) = f(x) vai

x € Q < RY, 1amét trong nhitng phuong trinh dao ham
riéng co ban, quan trong trong vat 1y toan hoc, xuat hién
trong cac bai toan vé tinh dién, truyén nhiét, co hoc chét
lwu va 1y thuyét dan hoi [1]. Trong khi bai toan thun (tim
u tr £) da dugce nghién ctru ky ludng, bai toan ngugc xac
dinh ngudn ¢ tir cac quan sat cia ,; 1a mot thach thirc 16n
do tinh khong dat chinh theo nghia Hadamard [2].

Trong nhimng niam gan diy, Mang no-ron thong tin Vat
Iy (PINNs) d3 ndi 1én nhu mét phuong phap manh mé dé
gidi ca bai toan thuan va ngugc cua cac phuong trinh dao
ham riéng [3, 4]. Tuy nhién, cac phuong phap PINN truyén
thdng cho bai toan nguoc thudng gip kho khan trong viée
khoi phuc chinh xac ca u(x) va £(x) va tinh én dinh khi
dir liéu bi nhiu va khong hoat ddng hi€u qua cho bai toan
xac dinh nguon dang xét, ngay ca trong trudong hop mot
chiéu. Dé khic phuc nhiing thach thirc nay, nhém tac gia
dé xuat mot phuong phap PINN cai tién két hop nhicu ¥
tuong lai v6i nhau. Phuong phap dé xuit bao gom:

trinh  Poisson,

Xay dung mot kién tric mang phén nhéanh véi viéc su
dung cac 16p an chia sé dé trich xuat dac trung chung, sau
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d6 tach thanh hai nhanh riéng biét cho , va r. Didu nay
cho phép mo hinh hoc cac dac trung chung ciing nhu cac
dac trung riéng biét cho hai ham.

Dé xuit ap dung quy trinh tién xur li de nhan dugc mot
udc lugng xap xi ban dau cho cac tham sb ciia mang no-ron.
Pau tién 1a bo tham sb cua mang no-ron cua  tur dir lidu.
Sau d6, nhan dugc b tham sb cho mang no-ron cta r dya
trén bo tham sb mang no-ron cuia , mai ude lugng.

Ap dung thuit toan L-BFGS-B thay vi Adam truyén
théng dé dat dugc hoi tu nhanh hon va chinh xac hon cho
bai toan nguoc ciing v6i viée chinh hoa Tikhonov dé giai
bai toan xac dinh ngu{”)n 6n dinh. Su két hop déng thoi cac
¥ tuong trén gitp phuong phap dé xuat khong chi khic
phuc duoc tinh dat khong chinh cia bai toan xac dinh
ngudn ma con cho két qua tét hon so véi phuong phap
PINN truyén thdng trong [3, 4].

2. Co s Iy thuyét va phat biéu bai toan
2.1. Bai todn thudn va nguwoc
Xét phuong trinh Poisson trong mién Q < R®:

Bai toan 1 (Bai toan thuin). Cho ham nguon
£ e IXQ) va diéu kién bién Dirichlet g e HY?(0Q),
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im u € HY(Q) sao cho:
—Au = f trong Q, (1
= g trén oQ. 2)
Bai toan thuan la dat chinh theo nghia Hadamard: nghi¢ém
ton tai, duy nhat va phu thudc lién tuc vao dir liéu [1].
Bai toan 2 (Bal toan xac dinh ngudn). Cho dir liéu
quan sat nhiéu 1°(x) tai cdc diém .}, < Q théa

man H u-u Hng O, va diéu kién bién g, tim dong
thoi  va ¢ sao cho:
—Au = f trong Q, 3)
= g trén o @)
Bai toan nguoc nay 1a khong dat chinh, doi hoi cac ky
thudt chinh hoa d¢ o6n dinh hoa nghiém.
2.2. Kién triic mang no-ron phin nhdnh
Pé tim nghiém xap xi cho bai toan xac dinh ngudn,

nhom tac gia dé xuat kién trac mang phan nhanh dwoc dinh
nghia boi:

Nh&nh chung: o = x,
h(l) — O_(W(l)h(l 1) + b(l))
ol
1=1,..,L,
Nhanh cho u: ux) = wh" + b,.
Nhanh cho f: z” = '™,
D~ oD 4 )
f f 4
=1,..., L
out _(Lg) out
fx) = W7z + b, .

)
O day, - 1a ham kich hoat tanh, I_ 1a s6 16p an dung

chung,va I, la s6 16p 4n trong nhanh «.

Goi 0 1a vecto chira tit ca cac tham sb clia mang no-
ronva N = { (u,, £,)} latip tAt ca cac ham sinh bai
mang no-ron. Khi d6, nghiém x4p xi cho bai toan ngugc
dugc tim trong khong gian A .

2.3. Phwong phdp PINN cii tién

Dé tim nghiém xap xi ciia bai toan xac dinh nguén

chung ta sir dung phuong phap binh phuong bé nhét cung

v6i chinh hoa Tikhonov. Diéu nay dan dén bai toan tbi wu
tu do v&i ham gia cho bdi:

‘C(g) - data data + X'PDELTPDE + ﬂBCL;BC + ﬂ‘reg‘creg’(6)
trong do
1 &
‘C'data — | uﬂ(xi) - ug(xi) ‘21 (7)
N, &
1 ¢ . o 2
Lie = 7= 20 | —Au,x)) — £, T, (®)
1 & b b 2
L. = — > | ux)) - gx) I, )
Nb k=1
1
L., =—2 | £,x)F (10)
N

o]
.
I
[

O day {x,} 1a tap cac diém lay dit ligu do, (x°} 1a tap
cac diém trong mién o va {x%} 1a tap céc diém trén bién
1 céc trong so. 2,., latham

A

‘PDE

cia . A .., Appr VA A,
s6 chinh hoa. Trong [3, 4], cac tham sb A

data ® Vé’ /IBC
thuong duge chon bang 1 va khong c6 thanh phan chinh hoa
Tikhonov. Véi cach chon nay, ta c6 phuong phap PINN
truyén thong. Cach tiép can nay khong hoat dong tét cho bai
toan xac dinh nguon trong bai bao nay. Céc vi du s0 & phan
sau s& chi ra diéu nay. Nhém tac gia dé xuat chon trong s0

lép cho 4,. = 20, trong s6 vira phai cho A,,, va trong s6
binh thu(‘mg cho 4

dua trén phuong phap “thu-sai”, mét phuong phép lua chon
t6i uru cho cac tham s ndy van con 1a van dé mo.

PDE

= 1. Viéc lya chon c4c tham sb nay

da ta

Dé tim cyc tiéu cho ham £, cin khéi tao mot gia tri ban
dau 6°, sau d6 sir dung giai thuat L-BFGS-B. Vi giai thuat
L-BFGS-B ¢6 tdc d6 hoi tu nhanh nhung can mot diém
khoi ddu 6° du gan va khi tién gan vé gia tri cuc tri cla
ham £ thuong xay ra hién tugng "over shoot". Dé khic
phuc nhirng han ché nay va dua trén thong tin vé dir liéu
ciing nhu kién trac mang no-ron. Nhom téc gia dé xuat mot
quy trinh huén luyén gom bbn giai doan: Giai doan 1, st
dung dit liéu u’ cua , ching ta huan luyén nhanh mang
no-ron cia , (bao gdm cac tham s6 & cac 16p an dung
chung va 16p d4u ra cho ,, dva trén ham gia £, va giai
thuat Adam. Sau giai doan nay, ching ta nhan dugc bd
tham sd tién xtr li cho nhanh mang nay, tirc la nhan duogc
mot ham . Giai doan 2, khoitao £, .. tirnhinh

pre—trained ' init
mang no-ron da dugc huén luyén ¢ Giai doan 1,7‘a'rc ’lé
e = —AUpeyrnineg - SU dung dir liéu nay d€ huan
luyén cho nhanh mang no-ron ung véi nhanh ¢, st dung
giai thuat Adam. Sau khi hoan thanh hai giai doan nay,
nhén duoc bo tham s6 khéi ddu €° t6t hon nhidu so véi bo
tham s6 ban du ciia mang no-ron (dwoc dit bang khong
hodc sinh ngau nhién). Giai doan 3, ap dung giai thuat L-
BFGS-B d¢ tim cyc tiéu cia ham L£(0) véi diém khéi dau
1a @°. Sau khi giai thuat két thuc, chuyén qua Giai doan 4.
Day la gia doan tinh chinh, st dung giai thuat Adam véi
kich thudc budc nho dé nhan duge cac gia tri xap xi gan
v6i diém cuc tiéu ctia ham L.

Quy trinh 4 giai doan nay dugc trinh bay ¢ Giai thuat 1
sau day:

Giai thuat 1

Giai doan 1: Huan luyén chi nhanh ,, trén L,...,dung
giai thuat Adam véi 200 vong lap.

Giai doan 2: Tinh £ = —Au

init pre—trained

va huan

luyén nhanh ¢ dé khép f, dung giai thuat Adam véi

init 2

100 vong lap.

Giai doan 3: Huén luyén mang no-ron tir ham gia £,
st dung giai thuat L-BFGS-B.

Giai doan 4: Huén luyén mang no-ron tir ham gia £,
su dung gidi thuat Adam véi kich thuéc bude nho trong
200 vong lap.
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Nhu véy, phuong phap méi ma nhom tac gia dé xuét co
wu diém vuot troi khai thac dugc uu diém cua kién trac
mang, tdc do hoi tu nhanh cua L-BEGS-B, tinh hoi tu toan
cuc, on dinh (nhung cham cua giai thuat Adam) va on dinh
v6i nhidu (do sir dung chinh héa Tikhonov). Céc vi du s6
& phan tiép theo s& minh hoa nhimng wu diém nay cia
phuong phap méi dé xuat.

3. Mot s6 vi du ap dung

Trong phan nay, nhom tac gia ap dung phuong phap
moi dé xuat dé giai bai toan xac dinh nguén cho phuong
trinh Poisson mot chiéu va hai chiéu. Trudc hét, xét vi du
mdt chiéu sau day:

Vi du 1 Xét phwong trinh Poisson 1D:

d’u
- 2:f(X)I Xe(oll)l
adx
voi diéu kién bién Dirichlet:
u(0) = u(l) = 0.

Tir dit liéu do nhidu ctia u(x), chung ta khoi phuc dong
thoi u(x) va £(x).

Dé ap dung giai thuat méi gié xuét va minh hoa cac két qua
dat dugc chon nghiém va nguon chinh xac nhu sau:

u(x) = sin(rx), f(x) = 7t sin(rx) .

Nhom tac gia sinh 800 diém dir liéu ngiu nhién trong
[0,1], 1000 diém ngdu nhién cho ham £,,, va 2 diém
bién {0, 1}. Str dung nhidu Gausian dé tao dir liéu nhidu
tir nghiém chinh xac véi mirc nhidu & = 0, 01 (1%) va
0 = 0,05 (5%):

Uiy = u+ o - N(O,1).

noisy
Kién tric mang no-ron dugc xac dinh nhu sau: st dung

3 16p an chung (m01 16p c6 64 no-ron) tir input x € R'.
Nhanh dau ra . gom mot no-ron tryc tiép tir ddc trung
chung va nhanh » gdm 2 16p an (mdi 16p 32 no-ron) va 16p
daura r gdm mot no-ron.

Ap dung phuong phap méi dé xuét, Giai thuat 1, cho 2
truong hop nhiéu, nhan dugc két qua nhur sau:

Vi mure nhidu 1%, sai sb twong déi I ciia ,, gin bang
0, 919, sai sb tuong d6i I' ciia r gin biang 0, 123. Véi
murc nhidu 5% sai s6 trong ddi cta ,; ting nhe 1én 0, 481
va sai s6 twong ddi cua + xdp xi 0, 502.

Hinh 1. Cac kétgud nhdn dwoc tir Giai thudt 1 ung voi
murc nhieu 1% cua dir liéu trong Vi du 1

Hinh 1 minh hoa nghiém chinh x4c va nghiém xap xi
ctia bai toan ciing nhu gia tri ciia ham gia va cac thanh phan
trong ham gia. Chung ta thdy rang, phuong phap cai tién
khoi phuc tot ca nghiém ctia phuong trinh Poisson va ham
ngudn. Gia tri ham gia giam nhanh theo vong lap, dic biét
1a sau 200 vong lap dau tién.

il ey ey
Bl 3 arur: 212 01 el Lz erer 3 02601 i Eron Distrutier

Tl L Hisbory Canponent Losses Lss Patos

Hinh 2. Céc két qud nhdn duoc tir Gidi thudt 1 img voi
mikc nhiéu 5% ciia dir liéu trong Vidu 1

Hinh 2 minh hoa két qua nhan dwoc tmg véi mirc sai s6
dir liéu 5%. Trong trudng hop nay, giai thuét cling khoi
phuc duoc ca nghiém va ham nguén nhung véi chat luong
keém hon. Diéu nay 1a hién nhién vi sai s dit liéu tang thi
chat luong khoi phuc s& giam di. Tuy nhién, c6 thé thay
rang sai s6 dir liéu tang Ién 5 lan nhung sai s6 ctia nghiém
va ham nguon tang 1én chua dén 5 lan. Di€u ndy cho thay
tinh 6n dinh ctia phuong phap mai dé xuat.

Cubi cung, mudn nhin manh ring, cic phuong phap
PINN truyén thong khong hoat dong cho bai toan duoc xét
¢ ddy. Nhom tac gia da chay thir nhiéu lan va két qua la
khong thé khoi phuc duge ham nguén ma chi khéi phyc
dugc nghiém chinh xac cua phuong trinh Poisson. Diéu
ndy cho thay, phuong phap méi dé xuat vuot trdi hon so
véi cac phuong phap PINN truyen thong.

Tiép theo, xét vi du hai chiéu sau day:

Vi du 2 Xét phwong trinh Poisson hai chiéu

-Au(x, y) = f(x
v6i diéu kién bién Dirichlet
y) =0, (x, y) € 0.

, v) trong Q := (0,1)x(0,1),

u(x,

Tir cac dit liéu do nhiéu cia nghiém u(x, y) trong
mién <, nhom tic gia khoi phuc ddng thoi nghiém
u(x, y) va ham nguf‘)n (%, v).

Dé 4p dung giai thuat mai dé xut va minh hoa cac két
qua dat dugc, nhom tac gia chon nghi€ém va ham nguon
chinh x4c nhu sau:

ux, y) = (1 — x> — y’) sin(rx) cos(zy) .
Khi d6, ham ngudn twong Gmg duoc cho béi

flx, y) = [4 + 27°(1 — x° — y°) ] sin(rx) cos(ry)

+4rx cos(rx) cos(ry) — Any sin(rx) sin(ry) .
Nhom tac gia sinh 1600 diém dir liéu ngiu nhién
trong mién <> , sinh 2000 diém ngiu nhién cho ham

L

o va 200 diém ngdu nhién trén bién 0Q. Dir ligu
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nhiéu dugc tao bang cach cong nhicu Gaussian vao nghiém
chinh xac:

u

noisy(

Xy Y) = u(X/ Y) + O-N(Ol l)/

trong d6 0 = O - std(u) véi hai mirc nhidu duge xét 1a
0 =001 (1%)Va 0 = 0,05 (5%).

. .I ‘
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Hinh 3. Cac kéVZNqud nhdn duoc tw Gidi thudt 1 ung voi
murc nhieu 1% cua dir liéu trong Vi du 2

Data Points Location

Total: 1600 points
1004 « Data Points
3 Boundary 3

Slice along x-axis (y=0)

08— Exact
== Predicted

uix,0)
s

1.00-0.75-0.50-0.25 000 025 050 0.75 100 100 -0.75 -050 -0.25 000 025 050 075 10O

Hinh 4. Cac kétf]ud nhdn dwoc tir Gidi thudt 1 img voi
murc nhieu 5% cua dir liéu trong Vi du 2
Kién trac mang no-ron dugc xac dinh boi: dau vao 1a
(x, ) € R?,phan trich xuat dic trung chung gdm 4 16p

4n, mdi 16p c6 80 no-ron véi ham kich hoat tanh.
Nhanh dau ra , gdm mot 16p tuyén tinh, trong khi nhanh
daura » gom 3 16p an (mdi 16p 40 no-ron) va mot 16p
tuyén tinh dau ra.

Thuét toan huin luyén dwoc thuc hién theo Giai thuat 1.
V6i muc nhidu 1%, sai s6 twong d6i chuén I' cia nghiém ,,
xap xi 0,147, trong khi sai s§ trong ddi chuén I ciia ham
nguodn ¢ vao khoang 0,398. Khi murc nhiéu tang Ién 5%, sai
s6 twong ddi ciia nghiém ,; ting 1én khoang 0,412 va sai sb
tuong d6i cia ham nguon + xap xi 0,683.

Trong ca hai truong hop, phuong phap méi dé xuat déu
khoi phuc duoc dong thoi nghiém u(x, y) va ham ngudn
f(x, y). Mic du, chit lwong khoi phuc giam khi muc
nhidu ting, sai s6 ciia nghiém va ham nguén’téng chém hon
$0 v&i muc tang cua nhicu dir liéu, cho thay tinh 6n dinh
cua phuong phap. Nguoc lai, cac phuong phap PINN
truyén thong trong cac thu nghiém cia nhom tac gia chi
khoi phuc dugce nghiém , ma khong thé tai tao chinh xac
ham nguén‘ £, qua d6 cho thdy wu thé rd rét ciia phuong
phap mai de xuat.

4. Két luan

Trong bai bao nay, nhom tic gia da dé& xuit mot
phuong phap PINN cai tién cho bai toan xac dinh ngudn
trong phuong trinh Poisson. Phuong phap két hop kién
tric mang phan nhanh, quy trinh tién xtr li dé tim gia tri
khai dau cho giai thuat L-BFGS-B va qua trinh lam min
& budc cudi. Phuong phap méi dé xuét co kha nang khoi
phuc ddng thoi ca nghiém , va ngudn r voi do chinh xac
cao, 6n dinh va tdc do hoi tu nhanh. Cac két qua s6 cho
thiy phuong phéap hiéu qua va 6n dinh véi dit liéu nhiéu.
Phuong phap mdi khong chi ap dung cho bai toan xac
dinh ngudn trong phuong trinh Poisson ma con ¢6 thé ap
dung cho bai toan xac dinh ngudn trong phwong trinh
Eliptic ciing nhu cho phuong trinh dao ham riéng tuyén
tinh va phi tuyén. DPay 1a mot trong nhitng hudng nghién
ctru tiép theo ciia nhom tac gia.
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